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Concavita`
Le funzioni concave ribaltano la proprieta`, il loro grafico giace al di sopra della
corda. Definire le funzioni concave e` dunque assai semplice, una funzione f(x)
e` concava se e solo se −f(x) e` convessa.
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Figure 1: concavita`
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Teorema
La funzione f : I → R con derivate prima e seconda continue
e` strettamente convessa se e solo se risulta f (2)(x) > 0 per
ogni x ∈ I.
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Definizione
Diremo f ha un punto di flesso in x0 se esiste un intorno
completo I(x0) di x0 tale per cui:
• f e` strettamente convessa se x < x0 e strettamente con-
cava se x > x0,
• f e` strettamente concava se x < x0 e strettamente con-
vessa se x > x0.
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Esempio
f(x) = e−x
2
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Esempio
f(x) = e−x
2
=⇒ f (2)(x) = 2e−x2 (2x2 − 1)
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Figure 2: Gaussiana
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Esercizio n. 35 p. 103
Determinare i valori di a, b, c ∈ R per cui la funzione
f(x) = x3 + ax2 + bx + c
abbia un punto stazionario in (1; 5) e un flesso in (2; 3)
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f(x) = x3 + ax2 + bx + c
abbia un punto stazionario in (1; 5) e un flesso in (2; 3)
f(1) = a + b + c + 1
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Esercizio n. 35 p. 103
Determinare i valori di a, b, c ∈ R per cui la funzione
f(x) = x3 + ax2 + bx + c
abbia un punto stazionario in (1; 5) e un flesso in (2; 3)
f(1) = a + b + c + 1
f ′(1) = 2a + b + 3
f ′′(2) = 2a + 12
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Esercizio n. 35 p. 103
Determinare i valori di a, b, c ∈ R per cui la funzione
f(x) = x3 + ax2 + bx + c
abbia un punto stazionario in (1; 5) e un flesso in (2; 3)
f(1) = a + b + c + 1
f ′(1) = 2a + b + 3
f ′′(2) = 2a + 12
a sistema 
a + b + c + 1 = 5
2a + b + 3 = 0
2a + 12 = 0
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Soluzione a = −6, b = 9, c = 1
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Soluzione a = −6, b = 9, c = 1
Quindi la funzione cercata e` f(x) = x3 − 6x2 + 9x + 1
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Soluzione a = −6, b = 9, c = 1
Quindi la funzione cercata e` f(x) = x3 − 6x2 + 9x + 1
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Esercizio n. 26 p. 102
Data la funzione f(x) = max
{
x
1 + x2
,
x3
1 + x2
}
, x ∈ R.
• f(x) e` continua in x = 1?
• f(x) e` derivabile in x = 1?
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, x ∈ R.
• f(x) e` continua in x = 1?
• f(x) e` derivabile in x = 1?
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x
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x ≥ x3 ⇐⇒ x− x3 ≥ 0 ⇐⇒ x(1− x2) ≥ 0
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Esercizio n. 26 p. 102
Data la funzione f(x) = max
{
x
1 + x2
,
x3
1 + x2
}
, x ∈ R.
• f(x) e` continua in x = 1?
• f(x) e` derivabile in x = 1?
Si parte dalla disequazione
x
1 + x2
≥ x
3
1 + x2
che e` equivalente a
x ≥ x3 ⇐⇒ x− x3 ≥ 0 ⇐⇒ x(1− x2) ≥ 0
Risolvendo troviamo x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1
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Quindi se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f(x) e` definita dall’espressione x
1 + x2
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Quindi se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f(x) e` definita dall’espressione x
1 + x2
Mentre se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f(x) e` definita dall’espressione x
3
1 + x2
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Quindi se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f(x) e` definita dall’espressione x
1 + x2
Mentre se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f(x) e` definita dall’espressione x
3
1 + x2
I due limiti, destro e sinistro per x→ 1 sono uguali, quindi la funzione
e` continua.
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Quindi se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f(x) e` definita dall’espressione x
1 + x2
Mentre se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f(x) e` definita dall’espressione x
3
1 + x2
I due limiti, destro e sinistro per x→ 1 sono uguali, quindi la funzione
e` continua.
Se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f ′(x) e` definita dall’espressione 1− x
2
(1 + x2)2
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Quindi se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f(x) e` definita dall’espressione x
1 + x2
Mentre se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f(x) e` definita dall’espressione x
3
1 + x2
I due limiti, destro e sinistro per x→ 1 sono uguali, quindi la funzione
e` continua.
Se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f ′(x) e` definita dall’espressione 1− x
2
(1 + x2)2
Se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f ′(x) e` definita dall’espressione x
2 (x2 + 3)
(1 + x2)2
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Quindi se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f(x) e` definita dall’espressione x
1 + x2
Mentre se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f(x) e` definita dall’espressione x
3
1 + x2
I due limiti, destro e sinistro per x→ 1 sono uguali, quindi la funzione
e` continua.
Se x ≤ −1 ∨ 0 ≤ x ≤ 1 f ′(x) e` definita dall’espressione 1− x
2
(1 + x2)2
Se −1 < x < 0 ∨ x > 1 f ′(x) e` definita dall’espressione x
2 (x2 + 3)
(1 + x2)2
I limiti destro e sinistro per x→ 1 non sono uguali, quindi la funzione
non e` derivabile
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Esercizio n. 19 p. 102
Studiare la funzione f(x) = ln
x
1 + x2
nel suo dominio di definizione
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Esercizio n. 19 p. 102
Studiare la funzione f(x) = ln
x
1 + x2
nel suo dominio di definizione
Nota nel testo c’e` un errore stampa: “Per quali valori di a ∈ R” che non ha
senso
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Dominio x > 0
Analisi asintotica: lim
x→0+
f(x) = −∞ = lim
x→∞ f(x)
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Dominio x > 0
Analisi asintotica: lim
x→0+
f(x) = −∞ = lim
x→∞ f(x)
f ′(x) =
1− x2
x (1 + x2)
quindi gli intervalli di monotonia sono dati dalla soluzione
della disequazione 
x > 0
1− x2
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Esercizio n. 19 p. 102
Studiare la funzione f(x) = ln
x
1 + x2
nel suo dominio di definizione
Nota nel testo c’e` un errore stampa: “Per quali valori di a ∈ R” che non ha
senso
Dominio x > 0
Analisi asintotica: lim
x→0+
f(x) = −∞ = lim
x→∞ f(x)
f ′(x) =
1− x2
x (1 + x2)
quindi gli intervalli di monotonia sono dati dalla soluzione
della disequazione 
x > 0
1− x2
x
> 0
Soluzione 0 < x < 1 quindi abbiamo un max relativo in xM = 1 con estremo
yM = − ln 2
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Convessita` f ′′(x) =
x4 − 4x2 − 1
x2 (1 + x2)2
=
[x2 − (2 +√5)][x2 +√5− 2)]
x2 (1 + x2)2
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Esercizio n. 18 p. 102
Determinare a ∈ R in modo che la retta y = x− 2 sia tangente alla funzione
f(x) =
2ax + a2
3x + 2a
nel punto di ascissa x = 1
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Esercizio n. 18 p. 102
Determinare a ∈ R in modo che la retta y = x− 2 sia tangente alla funzione
f(x) =
2ax + a2
3x + 2a
nel punto di ascissa x = 1
Va imposto che sia f(1) = −1 e f ′(1) = 1
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Esercizio n. 18 p. 102
Determinare a ∈ R in modo che la retta y = x− 2 sia tangente alla funzione
f(x) =
2ax + a2
3x + 2a
nel punto di ascissa x = 1
Va imposto che sia f(1) = −1 e f ′(1) = 1
f(1) =
a2 + 2a
2a + 3
= −1 =⇒ a = −3, a = −1
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Esercizio n. 18 p. 102
Determinare a ∈ R in modo che la retta y = x− 2 sia tangente alla funzione
f(x) =
2ax + a2
3x + 2a
nel punto di ascissa x = 1
Va imposto che sia f(1) = −1 e f ′(1) = 1
f(1) =
a2 + 2a
2a + 3
= −1 =⇒ a = −3, a = −1
f ′(1) =
a2
(2a + 3)2
= 1 =⇒ a = −3, a = −1
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Esercizio n. 11 p. 102
Determinare i valori del parametro reale a per cui la funzione
f(x) = ax + ln
(
1 + x2
)
e` strettamente crescente in R
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e` strettamente crescente in R
f ′(x) = a +
2x
1 + x2
> 0 per ogni x ∈ R
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f ′(x) = a +
2x
1 + x2
> 0 per ogni x ∈ R
quindi deve essere
2x
1 + x2
> −a per ogni x ∈ R
dobbiamo allora determinare inf
x∈R
2x
1 + x2
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Esercizio n. 11 p. 102
Determinare i valori del parametro reale a per cui la funzione
f(x) = ax + ln
(
1 + x2
)
e` strettamente crescente in R
f ′(x) = a +
2x
1 + x2
> 0 per ogni x ∈ R
quindi deve essere
2x
1 + x2
> −a per ogni x ∈ R
dobbiamo allora determinare inf
x∈R
2x
1 + x2
Posto f(x) =
2x
1 + x2
abbiamo f ′(x) =
2
(
1− x2)
(1 + x2)2
> 0 ⇐⇒ −1 < x < 1 e quindi
un minimo per xm = −1 di ordinata ym = −1
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inf
x∈R
2x
1 + x2
= −1 > −a =⇒ a > 1
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Figure 3: a = 0, 5
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Figure 4: a = 2
